
Journal of Mechanical Transmission

基于小振动坐标法的精密摆线减速器机电耦合动力学建模与分析

杜文文 卫作鑫 张迎辉 何卫东
（大连交通大学 机械工程学院，大连 116028）

摘要：【目的】 揭示误差激励与电动机输入共同作用下精密摆线减速器的耦合振动机制，为误差

控制及机电参数优化提供理论依据。【方法】 首先，以标准三曲柄双摆线轮精密摆线减速器为对象，

基于小振动坐标法和拉格朗日方程，建立了包含输入轴、曲柄轴、摆线轮、输出行星架的11自由度平

面弯扭耦合动力学模型，并结合伺服电动机电压-电流-电磁转矩增量关系构建了机电耦合动力学方程；

其次，模型考虑了输入级齿轮副时变啮合、偏心轴承二维弹性支承及摆线针齿副单边接触特性，分析

了误差激励、负载波动、电动机参数对系统动态响应的影响。【结果】 输入端扭转振动经曲柄轴和偏

心轴承转化为摆线轮平面振动，并通过偏心支承反力传递至输出行星架，形成输入扭转-摆线轮平面运

动-输出扭转的耦合传递路径。输入级齿轮误差主要影响输入轴和曲柄轴的扭转响应，其影响沿传动链

向输出端逐渐衰减；摆线针齿误差通过改变多齿接触状态和瞬时载荷分配，对输出动态传动误差影响

更显著。与基准工况相比，输入级齿轮误差、摆线针齿误差和负载波动增大时，输出动态传动误差峰

峰值分别提高12. 37%、30. 55%、7. 96%。输入轴速度波动与电流扰动通过反电动势和电磁转矩形成

双向机电耦合；增大机械阻尼可有效抑制输入端振动，而减小绕组电感会加剧电流纹波。
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0 引言

精密摆线减速器具有传动比大、结构紧凑和传

动精度高等特点，被广泛应用于工业机器人、数控

装备及航空航天执行机构等精密传动系统[1]。其动力

由输入级渐开线行星齿轮机构经曲柄轴、偏心轴承

和摆线轮传递至输出行星架，传动链中包含时变啮

合、偏心支承和多齿接触等复杂作用。受齿轮误差、

摆线针齿误差、接触刚度变化及负载波动影响，各

构件会在理想周期运动附近产生微小振动，并表现

为输入端扭转振动、摆线轮平面运动及输出动态传

动误差。因此，建立能够反映全传动链运动约束与

振动传递关系的动力学模型，是研究精密摆线减速

器动态特性的基础。

现有研究已由纯扭转模型逐步发展至平移⁃扭转

耦合及接触多体动力学模型。张大卫等[2]建立了考虑

两级啮合刚度和工作负载的5自由度扭转模型；郑钰

馨等[3]、Wang等[4]进一步分析了时变刚度、间隙及传

动误差引起的非线性扭转响应；Yang等[5]将轴承支承

和曲柄轴变形引入整机模型；孟聪等[6]研究了支承参

数对系统模态特性的影响。相关研究表明，集中参

数模型具有物理关系明确、计算效率较高等特点，

但纯扭转或一般平移⁃扭转模型对偏心机构几何约束

及摆线轮面内复合运动的描述仍较为简化。

摆线针齿接触和偏心支承是整机动力学建模的

关键。杨云等[7]建立了摆线针轮啮合刚度模型；Xu
等[8]实现了偏心轴承、摆线轮和针齿多点接触的统一

求解；常安全等[9]、卢琦等[10]基于多体动力学方法研

究了接触、间隙及几何误差对传动误差的影响；

Tung等[11]建立了行星⁃摆线复合减速器时变动力学模

型；Li等[12]研究时考虑了齿廓修形、制造误差及轴承

间隙等因素；丁国龙等[13]和苏建新等[14]分别分析了系

统模态、啮合刚度及结构参数对传动性能的影响。

在传动误差研究方面，Lin等[15]开展了运动误差与公

差分配分析；Yang 等[16]建立了整机等效机构与转角

传动误差模型；许立新等[17]进一步研究了负载条件

下的动态传动误差。上述研究提高了复杂接触和误

差因素的描述能力，但多数模型采用等效刚度表征
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偏心支承，或侧重局部接触和输出误差，对标准三

曲柄双摆线轮减速器中曲柄轴转动、偏心轴承二维

变形、摆线轮平面运动及输出扭转之间的耦合关系

仍缺少统一描述。

此外，实际驱动过程中电动机与减速器之间存

在双向动态作用，电流变化引起电磁转矩波动，而

机械系统产生的输入轴速度波动又通过反电动势反

馈至电流回路。对此，Feki等[18]将电动机电磁模型与

齿轮动力学模型联立；Jiang等[19]、Yao等[20]分别研究

了电动机⁃齿轮系统的机电耦合共振及不同控制方式

下的动态响应；E等[21]将机电耦合分析拓展至精密摆

线减速器。但是，若将电动机转矩简化为给定外部

激励，则难以反映“速度波动⁃反电动势变化⁃电流扰

动⁃电磁转矩波动”的反馈过程，也无法分析电动机

参数对机械振动的影响。因此，有必要将电压、电

流、反电动势和电磁转矩扰动与减速器全传动链振

动统一建模。

基于此，本文以标准三曲柄双摆线轮精密摆线

减速器为研究对象，采用小振动坐标法描述各构件

相对于理想周期运动的动态位移，并基于拉格朗日

方程建立了 11自由度平面弯扭耦合动力学模型。模

型考虑输入级齿轮副、曲柄轴、偏心轴承、双摆线

轮及输出行星架之间的运动和受力关系，采用二维

刚度⁃阻尼单元表征偏心轴承弹性作用，并通过单边

接触函数描述摆线针齿副的时变接触特性；在此基

础上，引入伺服电动机电压⁃电流⁃反电动势⁃电磁转

矩增量关系，构建输入端机电耦合动力学方程，分

析了误差激励、负载波动及电动机参数变化对输入

轴振动、摆线轮平面运动和输出动态传动误差的影

响，为揭示精密摆线减速器全传动链弯扭耦合及机

电反馈机制提供理论基础。

1 精密摆线减速器传动链

1. 1　系统描述与建模假设

精密摆线减速器由一级渐开线行星齿轮机构和

二级摆线针轮机构组成。电动机转子与太阳轮刚性

连接，太阳轮分别与3组行星轮啮合，各行星轮与对

应曲柄轴刚性连接；曲柄轴通过偏心轴承支承两片

摆线轮，摆线轮与固定针齿壳啮合；输出行星架与

输出法兰刚性连接，共同构成系统输出构件。曲柄

轴一方面随输出行星架绕减速器中心公转，另一方

面相对输出行星架绕自身轴线自转。摆线轮⁃针齿啮

合反力经偏心轴承和曲柄轴传递至输出行星架，从

而形成输出转矩。输出法兰与行星架被视为同一刚

体，模型中仅设置一个输出扭转自由度。固定坐标

系O⁃XY的原点位于减速器中心，x轴水平向右，y轴

竖直向上，平面转角逆时针为正。摆线轮平动动态

位移Δxj、Δyj均在固定坐标系中描述。图 1为建立的

精密摆线减速器的传动链及主要构件示意图。

为兼顾模型的物理完整性与计算效率，作如下

假设：

1.  减速器等效为平面集中参数系统，针齿壳和

减速器壳体固定。

2.  电动机转子、输入轴和太阳轮刚性连接，仅

考虑其扭转振动。

3.  行星轮与对应曲柄轴刚性连接，曲柄轴仅考

虑相对输出行星架的自转振动。

4.  输出行星架与输出法兰视为同一输出构件，

仅考虑扭转振动。

5.  两片摆线轮均视为平面刚体，每片摆线轮考

虑2个平动自由度和1个面内转动自由度。

6.  输入级齿轮副采用时变啮合刚度⁃阻尼模型，

偏心轴承采用二维等效弹性⁃阻尼模型。

7.  摆线轮⁃针齿副采用时变接触几何和单边法向

接触模型。

8.  忽略构件轴向运动、曲柄轴弯曲、针齿销变

形及壳体柔性。

9.  各机械构件的实际运动表示为参考周期运动

与其附近动态弹性位移之和，电动机电流和输入电

压采用相同的工作点增量描述。

1. 2　广义坐标与参考运动

选取机械系统的11个广义坐标为
q = [ Δθs Δθcr，1 Δθcr，2 Δθcr，3 Δx1

Δy1 Δφ1 Δx2 Δy2 Δφ2 Δθo  ]T （1）
式中，Δθs为电动机转子⁃输入轴⁃太阳轮组合体的扭

转动态位移；Δθcr,i为第 i根曲柄轴相对输出行星架的

自转动态位移；Δxj、Δyj、Δφj分别为第 j片摆线轮的

平动和面内转动动态位移；Δθo 为输出行星架的扭转

动态位移。

图 2 所示为建立的 11 自由度平面弯扭耦合动力

学模型。

将各机械构件的实际运动表示为稳态基准运动

与其附近动态弹性位移之和。其中，基准运动所对

图1　精密摆线减速器传动链及主要构件示意图

Fig. 1　Transmission chain and main components of the precision 

cycloidal reducer

2



杜文文，等：基于小振动坐标法的精密摆线减速器机电耦合动力学建模与分析

应的啮合几何和系统系数具有周期性，即

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

θs = θs0 + Δθs
θo = θo0 + Δθo
θcr，i = θcr，0，i + Δθcr，i

（2）

由于曲柄轴转角定义为相对输出行星架的自转

角，其绝对角位移为

θabsc，i = θo + θcr，i （3）
相应的动态分量满足

Δθabsc，i = Δθo + Δθcr，i （4）
根据一级行星齿轮机构的Willis关系，有

zs ( θ̇s0 - θ̇o0 ) + zp θ̇cr，0，i = 0 （5）
式中，zs和 zp分别为太阳轮和行星轮齿数。

根据摆线针轮的啮合关系，有

zk θ̇o0 + ( zk - zc )θ̇cr，0 = 0 （6）
式中，zk为针齿数；zc为摆线轮齿数。

联立式（5）和式（6），可得总传动比为

iR = θ̇s0
θ̇o0

= 1 + zp zk
zs ( zk - zc ) （7）

输出行星架的扭转角为

θo ( t ) = 1
iR
θs0 ( t ) + Δθo （8）

3根曲柄轴沿圆周均布，则有

βi = 2π( i - 1)
3 ， i = 1，2，3 （9）

两片摆线轮的实际质心位置和姿态可表示为

{ r j = r j0 + Δr j
φj = φj0 + Δφj （10）

式中，Δr j = é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

ΔxjΔyj 。

定义平面旋转矩阵和反对称矩阵分别为

R (ψ ) = é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úcos ψ -sin ψ

sin ψ cos ψ ，S = é
ë
êêêê ù

û
úúúú0 -1

1 0
则有

∂R (ψ )
∂ψ = R (ψ) S （11）

设 d i为第 i根曲柄轴轴心在输出行星架固连坐标

系中的位置矢量；e ij为曲柄轴上与第 j片摆线轮对应

的偏心矢量；a ij为摆线轮上相应偏心孔中心的位置

矢量。则参考运动应满足偏心机构几何闭合关

系，即

r j0 + R (φj0 )a ij = R (θo0 )d i + R (θabsc0，i )e ij （12）
式中， θabsc0,i = θo0 + θcr,0,i。对于相差 180°安装的两片摆

线轮，可取 e i2 = -e i1。
1. 3　关键传动副动力学模型

1. 3. 1　输入级齿轮副

第 i组太阳轮 ⁃行星轮副的法向动态变形可表

示为

δgi = δ0
gi ( t ) + rbs (Δθs - Δθo ) + rbpΔθcr，i - egi ( t )（13）

式中，rbs和 rbp分别为太阳轮和行星轮的等效基圆半

径；δ0
gi ( t ) 为参考状态下的基础啮合变形；egi ( t ) 为综

合啮合误差。

图3为太阳轮⁃行星轮副的法向动态变形示意图。

定义齿轮副变形映射向量 agi = ∂δgi∂q ，则式（13）
可简写为

δgi = δ0
gi（t）+ aTgiq - egi（t） （14）

输入级法向啮合力为

Fgi = kgi（t）δgi + cgi δ˙ gi （15）
式中，kgi ( t )、cgi 分别为时变啮合刚度、等效啮合

阻尼。

由虚功原理，该齿轮副对应的广义力为
Qgi = -agiFgi （16）

图3　输入级齿轮副动态变形示意图

Fig. 3　Schematic diagram of dynamic deformation of the input-

stage gear pair

图2　11自由度平面弯扭耦合动力学模型示意图

Fig. 2　Schematic diagram of the 11-DOF planar bending-torsion 

coupled dynamic model
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若以额定受载周期运动为参考状态，则机械增

量方程中采用

ΔFgi = Fgi - F 0
gi （17）

式中，F 0
gi为参考状态下的周期啮合力。

1. 3. 2　转臂轴承副

转臂轴承是建立摆线轮、曲柄轴与输出行星架

之间动力学耦合的关键环节。

第 i根曲柄轴轴心的绝对位置为
rCi = R (θo )d i （18）
第 i根偏心轴承中心的绝对位置为

rEij = R (θo ) d i + R (θo + θcr，i )e ij （19）
第 i根摆线轮偏心孔中心的绝对位置为
rHij = r j + R (φj )a ij （20）
由偏心孔中心与转臂轴承中心的位置差，并在

参考运动附近保留1阶动态位移，可得转臂轴承相对

变形为
Δδeij = Δr j + R (φj0 )Sa ijΔφj - R (θo0 )Sd iΔθo -

R (θabsc0，i )Se ij (Δθo + Δθcr，i ) （21）
式（21）同时包含曲柄轴轴心随输出行星架公转

产生的位移以及偏心矢量随曲柄轴绝对转动产生的

位移，从而保证了偏心机构几何耦合关系的完整性。

图4即为转臂轴承的相对变形示意图。

定义时变变形映射矩阵Aeij ( t ) = ∂Δδeij∂q ，则

ì
í
î

ïï
ïï

Δδeij = Aeij ( t )q
Δδ̇eij = Aeij ( t ) q̇ + Ȧeij ( t )q （22）

转臂轴承等效作用力为

Feij = KeijΔδeij + CeijΔ δ
˙
eij （23）

式中，Keij和Ceij分别为转臂轴承二维等效刚度矩阵和

阻尼矩阵，其广义力为
Qeij = -AT

eijFeij （24）
在低速条件下，经量级分析后可忽略式（24）中

的 A
˙
eijq项；对于高速运行或参数激励分析，则应保

留该项。

1. 3. 3　摆线轮⁃针齿副

摆线轮与针齿之间的接触点和接触法向随啮合

过程周期变化。设第 j片摆线轮与第 k个针齿之间的

参考接触点位置和法向单位矢量分别为 ρ jk0 ( t ) 和
n jk0 ( t )，则法向接触压缩量为

δpjk = δ0
pjk ( t ) + nTjk0 ( t )∙[ Δr j + R (φj0 )Sρ jk0( t)Δφj ] - gpjk( t)

（25）
式中，δ0

pjk ( t ) 为参考状态下的基础接触压缩量；

gpjk ( t ) 综合表征了初始间隙、齿廓修形和制造安装误

差。图5为摆线轮啮合的法向变形示意图。

定义接触变形映射向量apjk ( t ) = ∂δpjk∂q ,则
ì
í
î

ïï
ïï

δpjk = δ0
pjk ( t ) + aTpjk ( t )q - gpjk ( t )

δ̇pjk = δ̇0
pjk + aTpjk q̇ + ȧTpjkq - ġpjk （26）

考虑针齿副仅能传递压缩力，引入 Macaulay，
则法向接触力可表示为

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

Fpjk = kpjk ( t ) δpjk + cpjk χpjk δ̇pjk
χpjk = {1， δpjk > 0

0， δpjk ≤ 0
（27）

式中，cpjk为法向接触阻尼。

式（27）保证 Fpjk ≥ 0，避免接触阻尼在分离阶段

产生非物理拉力。该接触点对应的广义力为

Qpjk = -apjk ( t )Fpjk （28）
采用额定周期状态附近的增量模型，则

ΔFpjk = Fpjk - F 0
pjk （29）

1. 3. 4　输出转矩传递关系

输出转矩由输入级啮合和偏心轴承共同作用传

递至输出行星架。偏心轴承作用力对输出自由度产

生的广义转矩为

Q (o)
eij = -( ∂Δδeij

∂Δθo ) TFeij （30）
由式（21）可得

图4　转臂轴承相对变形示意图
Fig. 4　Schematic diagram of relative deformation of the eccentric 

bearing

图5　摆线轮-针齿啮合法向变形示意图

Fig. 5　Schematic diagram of normal deformation of the cycloidal 

gear-pin meshing pair
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∂Δδeij
∂Δθo = -R (θo0 )Sd i - R (θabsc0，i )Se ij （31）
因而
Q (o)
eij = [ R (θo0 )Sd i + R (θabsc0，i )Se ij ]TFeij （32）

由式（32）可知，摆线轮⁃针齿啮合反力经转臂轴

承传递后，分别通过曲柄轴轴心位置矢量和偏心矢

量对输出行星架形成广义转矩。

2 机械耦合系统动力学方程

2. 1　系统动能与惯性耦合

在小动态位移假设下，机械系统动能可表示为

T = 1
2 (Js + Jm )Δθ̇2

s + 1
2 ∑

i = 1

3
Jci (Δθ̇o + Δθ̇cr，i )2 +

1
2 ∑

j = 1

2 [mjΔṙ Tj Δṙ j + JφjΔφ̇2
j ] + 1

2 J eqo Δθ̇2
o （33）

式中，Jm为电动机转子惯量；Js为输入轴和太阳轮

等效惯量；Jci为第 i根曲柄轴及对应行星轮绕自身轴

线的等效自转惯量；mj、Jφj分别为第 j片摆线轮的质

量和转动惯量；J eqo 为输出行星架、输出法兰及随其

公转构件的等效输出惯量。

由  T = 1
2 q̇TMq̇可获得机械系统质量矩阵M。由

于曲柄轴采用相对输出行星架的转角坐标，其动能

中 存 在 交 叉 项 JciΔθ̇oΔθ̇cr,i， 因 此 ， Mθcr,i,θo = Mθo,θcr,i =
Jci ，且

Mθo，θo = J eqo + ∑
i = 1

3
Jci （34）

则输入端质量矩阵对应项为
Mθs，θs = Js + Jm （35）

式中，J eqo 为应包含曲柄轴、行星轮及相关附件随输

出行星架公转产生的轨道惯量，但不应重复计入已

由 Jci表征的自转惯量。

2. 2　机械动力学方程

由于 q ∈ R11，可定义输入端和输出端选择向量分

别为
b s = [1，0，…，0 ]T ∈ R11

bo = [ 0，…，0，1]T ∈ R11

式中，bT
s q = Δθs；bT

o q = Δθo。
电动机电磁转矩、输入端机械阻尼转矩和输出

负载转矩分别作用于 Δθs、Δθo。采用拉格朗日方程

及虚功原理，机械系统动力学方程可表示为

Mq̈ = b s (ΔTe - BmΔθ̇s ) - boΔTL + Qref ( t ) -
∑
i = 1

3
agi ΔFgi - ∑

i = 1

3 ∑
j = 1

2
AT
eij ΔFeij - ∑

j = 1

2 ∑
k ∈ Ω j( )t

apjk ΔFpjk（36）
式中，Bm为电动机及输入轴等效黏性阻尼；ΔTe为
电磁转矩增量；ΔTL为输出负载转矩增量；Qref ( t ) 为
参考运动引起的惯性项；Ωj ( t ) 为第 j片摆线轮的候选

接触针齿集合。

若参考状态取为额定受载周期稳态解，则参考

状态已满足动力学平衡，各零阶作用力相互抵消，

可令Qref ( t ) = 0，此时，式（36）构成参考周期状态附

近的机械增量动力学方程。

2. 3　输入端机电耦合模型

电动机电磁系统与减速器机械系统通过电磁转

矩和转子角速度双向耦合，电动机电流决定输入电

磁转矩，输入轴角速度又通过反电动势影响电流响

应。以直流电动机或等效直流伺服电动机模型为例，

电动机电压平衡方程为

Lmi̇m + Rmim + ke θ̇s = um ( t ) （37）
电磁转矩为

Te = ktim （38）
式中，Lm、Rm分别为电动机等效电感和电阻；im为
电动机电流；um为驱动电压；ke为反电动势系数；kt
为转矩系数。

为与机械系统的参考运动分解保持一致，令

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

im = im0 + Δim
um = um0 + Δum
θ̇s = θ̇s0 + Δθ̇s

参考电气状态满足

Lmi̇m0 + Rmim0 + ke θ̇s0 = um0 （39）
因此，工作点附近的电气增量方程为

LmΔi̇m + RmΔim + keΔθ̇s = Δum （40）
电磁转矩增量为

ΔTe = ktΔim （41）
由式（36）、式（37）可见，机电耦合具有明确的

双向作用，如图6、图7所示。

因此，仅将电动机转矩作为预先给定的外部激

励不能完整描述输入端动态特性，必须将电流状态

与机械振动方程联立求解。

2. 4　机电耦合系统统一方程

将式（41）代入式（36），并定义内部恢复力向

量，有

f int (q，q̇，t ) = ∑
i = 1

3
agi ΔFgi + ∑

i = 1

3 ∑
j = 1

2
AT
eij ΔFeij +

∑
j = 1

2 ∑
k ∈ Ω j ( t )

apjk ΔFpjk （42）
则机械方程可写为

图6　机电耦合流程图

Fig. 6　Flowchart of electromechanical coupling
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Mq̈ + Bmb sbTs q̇ + f int (q，q̇，t ) - ktb sΔim =
-boΔTL + Qref ( t ) （43）

由于Δθ̇s = bTs q̇,，电气方程可写为

LmΔi̇m + RmΔim + kebTs q̇ = Δum （44）
联立式（43）、式（44），得到精密摆线减速器机

电耦合动力学方程为

é
ë
êêêê ù

û
úúúúM 0

0T Lm
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úq̈

Δi̇m + é
ë
êêêê ù

û
úúúúBmb sbTs -ktb s

kebTs Rm

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

q̇

Δim +
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

f int (q，q̇，t )
0 = é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

-boΔTL + Qref ( t )
Δum （45）

式（45）中，机械子系统包含 11 个机械自由度，

电动机电流Δim为附加电气状态变量，不计入机械自

由度数。机电耦合矩阵中的-ktb s表征电流变化通过

电磁转矩对机械系统的驱动作用，而 kebTs 表征输入轴

转速波动通过反电动势对电气系统的反馈作用。内部

恢复力 f int同时包含输入级时变啮合、偏心轴承二维弹

性耦合和摆线针齿单边接触作用。因此，式（45）构

成一个包含电磁反馈、惯性耦合、时变参数和接触

状态切换的非线性机电耦合动力学系统。

3 动力学求解与结果讨论

3. 1　求解参数与工况设置

为分析所建模型的动态响应特性，以纳博特斯

克 RV-80E 作为算例。典型参数包括：总传动比 i =
121，输入级传动比 i1 = 3，曲柄偏心距 e = 1. 5 mm，

输入转速 ns = 1 215 r/min，平均输出负载力矩 T0 =
800 N·m，负载脉动力矩幅值为平均载荷的5%。输入

级采用复合误差激励模型，其代表性误差幅值范围为

0. 5 ∼ 5. 6  μm，摆线针齿误差幅值采用 0. 6  μm的谐

波误差。电动机参数取Rm = 0. 85  Ω，Lm = 8. 0 mH，

k t = ke = 1. 2，并通过静态偏置电流补偿平均负载。

其余参数如表1所示。
表1　精密摆线减速器及电动机主要参数

Tab. 1　Main parameters of the precision cycloidal reducer and 

motor

参数

总传动比 i

输入级传动比 i1
太阳轮齿数 zs
行星轮齿数 zp
模数m/mm

摆线轮齿数 zc
针齿数 zk

偏心距 e/mm
输入转速ns / ( r/min)

输入轴转动惯量 Js / (kg·m2 )
单根曲柄轴转动惯量 Jci / (kg·m2 )

单片摆线轮质量mj /kg
单片摆线轮转动惯量 Jφj / (kg·m2 )
输出侧等效转动惯量 Joeq / (kg·m2 )

平均输出负载力矩T0 / (N·m)
输入级误差激励最大单项幅值 eg，max /μm

摆线针齿谐波误差幅值 ep0 /μm
电动机电阻Rm /Ω
电动机电感Lm /mH

转矩系数 k t / (N·m/A)
反电动势系数 ke / (V·s/rad)

电动机转子转动惯量 Jm / (kg·m2 )
输入端机械阻尼Bm / (N·m∙s/rad)

基准负载波动系数λT

数值

121

3

12

36

1. 25

39

40

1. 5

1 215

1. 949 85 × 10-3

1. 124 07 × 10-3

0. 658

2. 360 92 × 10-3

1. 085 203 × 10-2

800

5. 6

0. 6

0. 85

8. 0

1. 20

1. 20

1. 0 × 10-3

0. 15

0. 05

数值求解采用时域积分方法，在每一积分步内

图7　机电耦合原理图
Fig. 7　Schematic diagram of the electromechanical coupling principle
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实时更新接触状态函数、时变刚度及各接触副相对

变形。为减小初始瞬态的影响，后续分析均基于稳

态响应进行。为评价系统动态特性，选取输入轴扭

转振动、摆线轮中心平面位移和输出传动误差作为

主要响应指标。其中，输出传动误差定义为

eo = Δθo - Δθs /i （46）
3. 2　基准工况下的响应特征

3. 2. 1　动态响应特征

本文所称基准工况是指输入转速为 1 215 r/min、
平均输出负载为 800 N·m、负载波动系数为 5%、输

入级齿轮精度为 5 级、摆线针齿谐波误差幅值为

0. 6 μm、电动机电阻为 0. 85 Ω、电感为 8 mH、转矩

系数和反电动势系数均为 1. 20的运行状态。基准工

况下，输入级齿轮副和摆线针齿副的接触刚度均随

啮合位置发生周期性变化，摆线针齿副还伴随多齿

接触数量和接触位置的周期切换。因此，系统响应

同时受到时变刚度、偏心支承、多齿接触和单边接

触非线性的影响，整体表现出周期波动与局部高频

扰动并存的特征。

图 8 所示为输入轴角速度波动幅频特性谱。由

图 8 可见，输入轴角速度增量的频谱由低频离散成

分和输入级齿轮啮合频率成分共同组成，频谱能量

主要集中在 80 Hz以下。低频范围内分布有多条离散

谱线，反映了输入轴转频及其调制作用；在输入级

齿轮啮合频率 fg附近出现最显著的主峰，表明输入

级齿轮啮合激励是输入端角速度波动的主要来源。

随着频率升高，高阶倍频响应逐渐减弱，说明高阶

啮合成分在传动系统中的贡献相对有限。

从定量结果看，在 16、27、37、48、59、69 Hz
附近均可观察到离散峰值。其中，齿轮啮合频率 fg
附近的响应幅值约为 0. 153 rad/s，明显高于多数低

频分量；在 2fg附近仍可辨识出次级响应，但其幅值

已显著衰减。上述结果说明，输入轴角速度波动并

非仅由低阶转动频率控制，输入级齿轮啮合及其调

制效应对输入端动态响应具有重要影响。

图 9所示为摆线轮 1质心在 1个完整输出周期内

的面内运动轨迹。可以看出，摆线轮质心轨迹整体

呈近似闭合的类椭圆环带，起点和终点基本重合，

表明系统在基准工况下已进入较稳定的周期运动状

态。轨迹的主体形态较为规则，但环带边界具有一

定厚度，并叠加局部细微起伏，说明摆线轮面内运

动以偏心支承引起的周期轨道运动为主，同时受到

针齿接触切换和结构弹性变形所引起的高频微扰。

从位移范围看，摆线轮 1水平方向动态位移 Δx1
约分布在−8～8 μm，竖直方向动态位移 Δy1 约分布

在−9～9 μm。竖直方向的波动范围略大于水平方向，

反映出偏心支承方向、针齿接触位置和瞬时载荷分

配对两个平动方向的作用存在一定差异。

图 10 所示为输出法兰动态传动误差时域响应。

由图 10可知，输出法兰动态传动误差随时间呈现较

明显的周期性变化。其时域波形并未出现幅值特别

突出的孤立尖峰，而是表现为低频包络上叠加连续

高频细波动的复合响应特征。其中，低频包络主要

与输出周期运动和负载变化有关，高频细波动则主

要来源于输入级齿轮啮合、摆线针齿多齿接触切换

及瞬时载荷重新分配。

图10　输出法兰动态传动误差时域响应

Fig. 10　Time-domain response of the dynamic transmission error of 

the output flange

图8　输入轴角速度波动幅频特性谱

Fig. 8　Amplitude-frequency spectrum of the input shaft angular 

velocity fluctuation

图9　摆线轮1面内运动相轨迹

Fig. 9　In-plane motion phase trajectory of cycloidal gear 1
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对图10中的稳态响应进行统计可得，原始动态传

动误差的平均值为4. 613 61"。去除平均值后，其中心

化分量最大值为 23. 039 43"，最小值为−23. 835 30"，
峰峰值约为 46. 88"。由此可知，基准工况下输出动

态传动误差在零值两侧近似对称波动，但负向极值

的绝对值略大于正向极值。

综合图 8~图 10可知，输入级齿轮啮合主要决定

输入轴角速度波动的频率组成；曲柄轴和偏心轴承

将输入端扭转波动转换为摆线轮质心的面内复合运

动；摆线针齿副的多齿接触和周期性接触切换进一

步将局部高频扰动传递至输出端，最终形成具有低

频包络和高频波动叠加特征的输出动态传动误差。

3. 2. 2　数值收敛性与工程合理性验证

为检验数值积分时间步长对动态传动误差计算

结果的影响，在其他模型参数和运行工况保持不变

的条件下，分别采用 1. 0 × 10-5、5. 0 × 10-6、2. 5 ×
10-6 s 等 3 种时间步长进行完整输出周期计算。将 1
个稳定输出周期内动态传动误差最大值与最小值之

差定义为峰峰值，即

epp = max [ eo ( t ) ] - min [ eo( t) ] （47）
基准工况下，动态传动误差最大值为 23. 04"，

最小值为−23. 84"，对应峰峰值为46. 88"。
不同时间步长下的动态传动误差曲线如图 11所

示，计算结果如表 2所示。3组曲线在整个输出周期

内基本重合。

以最细时间步长 2. 5 × 10-6 s的结果为参考，基

准时间步长和二分之一时间步长下，峰峰值的相对

差异分别为 2. 63%、2. 61%。同时，3种时间步长下

均方根值的最大相对差异小于 0. 001%，表明动态传

动误差的幅值和周期变化规律均已达到稳定状态。

综合计算精度与计算效率，后续完整周期仿真采用

1. 0 × 10-5 s作为时间步长。

在确认计算结果具有时间步长收敛性的基础上，

进一步将基准工况下的动态传动误差与公开试验结

果进行对比，以评价模型预测结果的工程合理性。

如表 3 所示，Wang 等[22]11-12研究的 RV 减速器样机采

用 39齿摆线轮、40针齿、三曲柄结构，总传动比为

81，额定输出转矩为 784 N·m。该样机的摆线轮齿

数、针齿数、曲柄轴数量及负载水平与本文研究对

象较为接近，因而具有一定的工程可比性。

表3　与公开试验结果的对比

Tab. 3　Comparison with public test results

对比指标

误差指标

正向或计算结果

反向试验结果

与本文结果的差异

本文的基准工况

动态传动误差峰峰值

46. 88″

—

—

Wang等的试验

单向传动误差范围

40″

42″

17. 2%/11. 6%
文献[22]11-12中的试验台角度测量精度为 2"，试

验过程中通过磁粉制动器将输出端加载至 784 N·m，

测得正向和反向单向传动误差分别约为 40 和 42"。
本文基准工况的平均输出负载为 800 N·m，采用后

续仿真所选取的 1. 0 × 10-5 s时间步长时，计算得到

的动态传动误差峰峰值为 46. 88"。相对于文献中的

40"、 42"，本文计算结果的数值差异分别约为

17. 2%、11. 6%。具体对比如表4所示。

需要指出的是，本文采用的动态传动误差峰峰

值与文献中的正、反向单向传动误差在统计方式上

并不完全相同，两项研究在总传动比、输入转速、

齿廓修形、制造误差和试验边界条件等方面也存在

差异。因此，该对比不是同型号、同工况下的严格

试验验证，而仅用于考察计算结果的幅值范围和数

量级。本文计算结果与公开试验结果均处于约 40"的

图11　动态传动误差时间步长的收敛性

Fig. 11　Convergence of the time step size for the dynamic 

transmission error

表4　动态传动误差的公开试验结果对比

Tab. 4　Comparison of published test results for the dynamic 

transmission error

对比指标

总传动比

曲柄轴数量

摆线轮齿数/针齿数

输出负载 /（N·m）

本文的基准工况

121

3

39/40

800

Wang等的试验

81

3

39/40

784
表2　动态传动误差的时间步长收敛性对比

Tab. 2　Comparison of time-step convergence for the dynamic 

transmission error

时间步长/s

1. 0 × 10-5

5. 0 × 10-6

2. 5 × 10-6

动态传动误差

峰峰值/（"）

46. 88

46. 69

45. 68

均方根值/（"）

9. 972 58

9. 972 52

9. 972 49

相对最细步长的

峰峰值差异/%
2. 63

2. 21

0
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范围，未出现明显的数量级偏差。结合时间步长收

敛性分析，可以认为所建立动力学模型具有较好的

数值稳定性，其动态传动误差预测结果具备一定的

工程合理性。

3. 3　误差激励与负载波动对动态传动误差的影响

为研究不同激励因素对输出动态精度的影响，

在保持其他参数不变的条件下，分别增大输入级渐

开线齿轮误差、摆线针齿制造与修形误差以及外部

负载波动幅值，并将各工况下的输出动态传动误差

与基准工况进行对比。

图 12所示为渐开线齿轮误差和摆线针齿误差对

输出动态传动误差的影响。由图 12可知，增大输入

级渐开线齿轮误差和摆线针齿误差后，输出动态传

动误差仍保持与基准工况相近的周期变化特征，但

波动幅值和局部峰谷值均发生不同程度的变化。当

输入级渐开线齿轮精度由 5级降低至 7级时，输出动

态传动误差曲线的正向峰值明显升高，而负向谷值

变化相对较小，整体波动范围有所扩大。这表明，

输入级齿轮误差能够沿太阳轮、行星轮、曲柄轴和

偏心轴承组成的传动路径传递至输出端，但其影响

在后续摆线级多齿啮合过程中受到一定程度的均化

和衰减。

相比之下，摆线针齿制造与修形误差增大后，

输出动态传动误差曲线的正向峰值显著升高，负向

谷值也进一步加深，整个时域波形的上下包络均明

显扩展。其影响范围和幅值均大于输入级齿轮误差

工况，说明摆线针齿副误差能够直接改变参与啮合

的针齿数量、接触位置和瞬时载荷分配，对输出动

态传动误差产生更直接的放大作用。

图 13所示为负载周期波动对动态传动误差的幅

值调制效应。由图 13可知，当外部负载波动幅值由

平均负载的 5%增大至 25%时，输出动态传动误差的

基本周期特征未发生明显改变，但曲线包络范围有

所扩大，并表现出更加明显的低频幅值调制现象。

与两类内部几何误差相比，负载波动主要改变误差

曲线的局部幅值和负向谷值，对正向峰值的放大作

用相对有限。这是因为外部负载波动并不直接改变

齿面几何关系，而是通过改变各接触副的瞬时受力

状态、接触压缩量和多齿载荷分配，间接调制输出

动态传动误差。因此，其作用主要体现为原有周期

响应幅值的缓慢变化，而不是产生新的显著高频波

动形式。

为进一步定量比较上述 3 类因素的影响，根据

图 12、图 13 所示不同因素对传动误差的影响曲线，

分别提取各工况下动态传动误差的最大值、最小值

和峰峰值，结果如表 5所示。由表 5可知，当输入级

渐开线齿轮精度由 5级降低至 7级时，动态传动误差

最大值由 23. 04"增至 31. 16"，增幅为 35. 24%；最小

值由−23. 84"变化为−21. 52"，其绝对值减小 9. 73%；

峰峰值由 46. 88"增至 52. 68"，增幅为 12. 37%。该结

果进一步说明，输入级齿轮误差主要放大输出动态

传动误差的正向峰值，而对整体波动范围的影响相

对有限。

当摆线针齿制造与修形误差增大时，动态传动

误差最大值升至 35. 63"，较基准工况增加 54. 64%；

最小值降至−25. 57"，其绝对值增加 7. 26%；峰峰值

图12　渐开线齿轮误差和摆线针齿误差对输出动态传动误差的影响

Fig. 12　Effects of involute gear error and cycloidal gear-pin error 

on the output dynamic transmission error

表5　不同误差与负载工况下的动态传动误差对比

Tab. 5　Comparison of dynamic transmission errors under 

different error and load conditions

工况

基准工况

渐开线齿轮误差增大
（5级→7级）

摆线针齿制造与
修形误差增大

负载波动增大
（5%→25%）

最大值/
（"）

23. 04

31. 16

35. 63

24. 89

最小值/
（"）

-23. 84

-21. 52

-25. 57

-25. 72

峰峰值/
（"）

46. 88

52. 68

61. 20

50. 61

相对基准
变化/%

—

+12. 37

+30. 55

+7. 96

图13　负载周期波动对动态传动误差的幅值调制效应

Fig. 13　Amplitude modulation effect of periodic load fluctuation on 

the dynamic transmission error
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扩大至 61. 20"，较基准工况提高 30. 55%。与输入级

齿轮误差相比，摆线针齿误差不仅显著提高正向峰

值，同时还加深负向谷值，因而对输出动态传动误

差波动范围的放大作用更为明显。摆线针齿副是减

速器核心传动环节，其制造与修形误差直接影响多

齿接触状态和瞬时载荷分配，因此，是制约输出动

态精度的主要内部误差源。

当负载波动幅值由 5%增至 25%时，动态传动误

差最大值由 23. 04"增至 24. 89"，增幅为 8. 03%；最

小值降至−25. 72"，其绝对值增加 7. 89%；峰峰值增

至 50. 61"，较基准工况提高 7. 96%。负载波动对正

向峰值和负向谷值的影响较为接近，主要表现为误

差波动范围的小幅扩大，其总体影响弱于两类内部

几何误差。

若以动态传动误差峰峰值相对基准工况的增幅

作为综合评价指标，则3类因素对输出动态误差的敏

感性大小规律为：摆线针齿误差（30. 55%）>输入级

齿轮误差（12. 37%）>负载波动（7. 96%）。

综合图 12、图 13、表 5 可知，摆线针齿副是决

定减速器输出动态精度的关键环节，其制造精度和

修形质量对动态传动误差影响最为显著；输入级渐

开线齿轮误差虽然能够传递至输出端，但其影响在

多级传动和多齿接触过程中有所衰减；外部负载波

动则主要通过调制瞬时接触状态和载荷分配，对输

出动态传动误差产生附加扰动。

3. 4　电动机参数变化对机电耦合振动的影响

在机电耦合条件下，输入轴速度波动通过反电

动势项反馈至电流回路，使电动机电流中除电气输

入频率外，还包含与机械转动和齿轮啮合过程相关

的频率成分；电流波动又通过电磁转矩反馈至输入

轴，形成“输入轴速度波动⁃反电动势变化⁃电流波动

⁃电磁转矩扰动”的双向反馈通道。为分析不同电动

机参数对该反馈过程的影响，分别改变电动机转子

惯量、输入端机械阻尼和绕组电感，并比较输入轴

角加速度和电流纹波的变化。

图 14所示为电动机转子惯量和机械阻尼对输入

轴角加速度波动的影响。由图 14可知，增大电动机

转子惯量后，输入轴角加速度曲线中的高频细波动

有所减弱，响应包络略有收缩，但周期性峰谷和局

部冲击仍然存在，说明增大转子惯量能够对快速变

化的振动成分产生一定惯性滤波作用，但难以完全

抑制由时变啮合和接触状态切换引起的周期性扰动。

相比之下，增大输入端机械阻尼后，输入轴角

加速度曲线的正向峰值和负向谷值均明显减小，整

个波动包络显著收缩，高频振动和局部冲击均得到

较强抑制。因此，在当前参数范围内，机械阻尼对

输入端振动幅值的控制作用明显强于转子惯量。

从定量结果来看，基准参数下，Δαs的主要波动

范围约为-0. 86 × 103~0. 92 × 103 rad/s2，峰峰值约为

1. 78 × 103 rad/s2； 增 大 Jm 后 ， 其 波 动 范 围 约 为

-0. 76 × 103 ∼ 0. 78 × 103 rad/s2， 峰 峰 值 降 至 约

1. 54 × 103 rad/s2，降幅约为13. 5%。相比之下，增大

输入端机械阻尼Bm 后，Δαs的波动范围显著收缩至约

-0. 33 × 103 ∼ 0. 33 × 103 rad/s2， 峰 峰 值 降 至 约

0. 66 × 103 rad/s2，较基准工况降低约62. 8%。由此表

明，提高机械阻尼能够更有效地耗散输入端振动能量，

其振动抑制效果明显优于单纯增大电动机转子惯量。

由图 15可见，降低电动机绕组电感后，电流波

形的整体变化趋势基本保持不变，但曲线中的高频

纹波和局部尖峰明显增强，电流上下包络均有所扩

大。这说明，绕组电感主要影响电流回路对高频机

械反馈信号的滤波能力，而不会从根本上改变由机

械啮合和转动过程决定的主要波动周期。

当电动机绕组电感由8 mH降低至1 mH时，电流

波动范围由约−1. 3～1. 6 A扩大至约−1. 6～1. 9 A，峰

峰值由约 2. 9 A 增至约 3. 5 A，增幅约为 21%。较大

图15　绕组电感对反馈电流纹波的滤波效应

Fig. 15　Filtering effect of winding inductance on the feedback 

current ripple

图14　电动机转子惯量和机械阻尼对输入轴角加速度波动的影响

Fig. 14　Effects of motor rotor inertia and mechanical damping on 

the input shaft angular acceleration fluctuation
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的绕组电感能够削弱反电动势波动所引起的高频电流

响应，从而降低电流纹波；但绕组电感过大也可能降

低电流和电磁转矩对控制指令的快速跟随能力。

由图 14、图 15可知，电动机转子惯量主要通过

惯性作用削弱输入轴角加速度的快速变化；输入端

机械阻尼主要通过能量耗散降低机械振动幅值；而

绕组电感主要决定电流回路对高频机械扰动的滤波

能力。因此，精密摆线减速器驱动电动机的参数匹

配应同时兼顾机械振动抑制能力、电流纹波水平和

电磁转矩动态响应，避免仅通过增大某一单项参数

改善局部性能。

4 结论

以标准三曲柄双摆线轮精密摆线减速器为研究对

象，建立了考虑输入级齿轮啮合、偏心轴承二维支

承、摆线针齿多齿接触及电动机电磁反馈的机电耦合

动力学模型，分析了基准工况、误差激励、负载波动

及电动机参数对系统动态响应的影响。得出以下主要

结论：

1）基于小振动坐标法和拉格朗日方程，建立了

11自由度平面弯扭耦合动力学模型，并引入电动机

电压⁃电流⁃电磁转矩增量关系，实现了机械振动与电

磁响应的双向耦合描述。模型能够表征输入扭转、

摆线轮面内运动与输出扭转之间的动力传递关系。

2）基准工况下，输入轴角速度波动在齿轮啮合

频率附近出现主峰，摆线轮质心呈近闭合类椭圆轨

迹，输出动态传动误差表现为低频包络与高频波动

叠加。其最大值、最小值、峰峰值分别为 23. 04"、
−23. 84"、46. 88"。

3）输入级齿轮误差、摆线针齿误差和负载波动

均会增大输出动态传动误差，其峰峰值较基准工况

分别提高 12. 37%、30. 55%、7. 96%。其中，摆线针

齿误差对输出动态精度影响最显著，是主要内部误

差源；输入级齿轮误差在多级传动过程中有所衰减，

负载波动则主要起幅值调制作用。

4）电动机参数对机电耦合响应具有不同影响。

增大转子惯量可削弱高频角加速度波动，增大机械阻

尼可显著降低输入端振动幅值；当绕组电感由 8 mH
降至 1 mH时，电流纹波峰峰值增加约 21%，表明绕

组电感对高频机械扰动具有滤波作用。

本研究揭示了精密摆线减速器机械传动与电磁

反馈之间的耦合机制，可为摆线针齿误差控制、减

速器动态精度提升及机电参数协同优化提供依据。
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Electromechanically coupled dynamic modeling and analysis of a precision 
cycloidal reducer based on the small⁃vibration coordinate method

DU Wenwen WEI Zuoxin ZHANG Yinghui HE Weidong

(School of Mechanical Engineering, Dalian Jiaotong University, Dalian 116028, China)

Abstract: [Objective] To reveal the coupled vibration mechanism of a precision cycloidal reducer under the combined 

effects of error excitations and motor input, and to provide a theoretical basis for error control and coordinated optimization of 

electromechanical parameters. [Methods] Firstly, a standard three-crank double-cycloid precision cycloidal reducer was 

investigated. Based on the small-vibration coordinate method and Lagrange equations, an 11-degree-of-freedom planar bending-

torsional coupled dynamic model incorporating the input shaft, crankshafts, cycloidal gears, and output carrier was established. 

The incremental relation among servo-motor voltage, current, and electromagnetic torque were further introduced to formulate 

an electromechanical coupled dynamic model. Then, time-varying meshing of the input-stage gear pair, two-dimensional elastic 

support of the eccentric bearings, and unilateral contact of the cycloid-pin tooth pairs were considered to investigate the effects 

of error excitations, load fluctuations, and motor parameters on the dynamic responses. [Results] Torsional vibration at the input 

side is converted into planar vibration of the cycloidal gears through the crankshafts and eccentric bearings and is subsequently 

transmitted to the output carrier through eccentric-support reaction forces, forming a coupled transmission path of input torsion-

cycloidal-gear planar motion-output torsion. The input-stage gear error mainly affects the torsional responses of the input shaft 

and crankshafts, and its influence gradually attenuates toward the output side, whereas the cycloid-pin tooth error directly 

changes the multi-tooth contact state and instantaneous load distribution and therefore has a greater influence on the output 

dynamic transmission error. Compared with the baseline condition, increases in the input-stage gear error, cycloid-pin tooth 

error, and load fluctuation increase the peak-to-peak output dynamic transmission error by 12.37%, 30.55%, and 7.96%, 

respectively. Input-shaft speed fluctuations and current disturbances form a bidirectional electromechanical coupling through 

back electromotive force and electromagnetic torque. Increasing mechanical damping effectively suppresses input-side vibration, 

whereas reducing winding inductance intensifies current ripple.

Key words: Precision cycloidal reducer; Bending-torsional coupling; Electromechanical coupling; Small-vibration 

coordinate method; Dynamic modeling （编辑：李立）
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